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Beurling-Ahlfors 的一个积分之估值












L( x + t ) - L( x )
L( x ) - L( x - t ) ≤ Q对于一切 x 及 t≠ 0. Beruling 与Ahlfors
[ 1]
证明对于这样的函
数 L( x ) ,有估计式
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并利用这一结果于 Q-拟对称函数的 Beruling-Ahl for s的 k 拟共形扩张,得到















定理1　设 L( x ) 是一个满足规范化条件的 Q-拟对称函数,也即L( x ) 满足式( 1) 和 L( 0)














定理 2　任意一个 Q-拟对称函数 L( x ) , 都存在着上半平面到自身的 k 拟共形映照, 以
L( x ) 为其边界值,且有估计式 k ≤ 2Q- 2 + 9124Q,Q充分大.
1　两个引理
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L( x ) dx } ,由式( 1) 有 A Q≤ Q
1 + Q.又
L[ ( b - a) t + a] - L( a)




L[ ( b - a) t + a] - L( a)
L( b) - L( a) dt ≤ A Q, 由此易得∫
b
a
L( x ) dx ≤
[ A QL( b) + ( 1 - A Q)L( a) ] ( b - a) .从而∫
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) = ( 2k - 1) QQ+ 1.
为了引理 2的证明,我们把区间[ 0, 1] 分为 2k 等分,并置 G( 0) = 0, G( 1) = 1, 由 Q-拟对
称条件,对于任意的 a, b, a < b,都有
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( 1 + Q) 3 ,这两种估计法得到的上界均为
Q3 + 2Q2
( 1 + Q) 3, 记作G (
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Q3 + 3Q2 + Q














) ,下面我们证明 L( i
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数, a, b 为整数, a < b) 也有一个统一的上界, 记作 G(
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) ,显然有 S ( k)2 = G( 1
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1 + S ( k- 1)2 . S ( k)1 = 2k- 2
Q
1 + Q+ S1
(k- 1) .反复利用这个递推关系式, 有S ( k)1 = ( 2k- 2 + 2k- 3)
Q
1 + Q+ S 1
( k- 2) = ⋯ = ( 2k- 2 + 2k- 3 + ⋯ + 1) Q
1 + Q+ S 1




= 2k- 1 Q
1 + Q. 把上式代入 S
( k)
1 = 2k- 2 Q
1 + Q+ S 1
( k- 1) ,即得 S ( k)2 = 2k- 2 QQ+ 1 + S 2
( k- 1) = ⋯
= ( 2k- 2 + 2k- 3 + ⋯ + 1) QQ+ 1 + S2
( 1) = ( 2k- 1 - 1) QQ+ 1 + 0 = ( 2
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( 1 + Q) 4 , 亦即[ G (
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= (Q2 - Q) / ( 1 + Q) 4 .




L( x i ) 的最小上界小于
∑
i
G( x i) 的点组{ x i} 为特殊点组.例如,上面已经看到 ,在{
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2k- 4S ( 7, 8, 9
16
) 的改进值.同样道理,在 { i
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k , i = 1, 2,⋯, 2
k
- 1} , 我们从所有这些由图格找出的特
殊点组中得到的改进值为S k- 4S (
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+ B1 ) = B2 ,　
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L( x ) dx 的上界,并且 Bn是单调下降序列,因而B n的极限存在.记lim
n→∞










L( x ) dx ≤ Bn ,令 n→∞就有∫
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( Q+ 1) 4 .由于h( t ) = 1 - L( 1 - t) 也是规范化的 Q拟对函数,因此由上式有∫
1
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[ 1 - ( 1 - t ) dt =∫
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L( t ) dt ,所以∫
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有了定理 1的证明,定理 2可仿文[ 2] 中§3定理证明.
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